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Référence :
1. Analyse numérique et matrciel Ciarlet

Enoncé :

Soit A € GL,,(C) tel que ses valeurs propres sont de modules distincts classé de sorte que |A1| > |Ag| >
... > |\ > 0. On suppose qu’il existe P € GL,(C) tel que A= PDP~" avec D = diag(\y, ..., \n) et
P! posséde une factorisation LU. Alors la suite (Ag)k>1 construite de la maniére suivante

A=A
{ A1 = RpQr ot Ay = Qi Ry, est la décomposition QR de Ay

est telle que
lim (Ag)ii =X, 1< <n

k—4o00

k—-+o0

Résolution :

On montre d’abords deux propriétés utiles : Ay = Q;AQy et AF = Q4 Ry avee O = Q1Q1...Q4,
Rk = RkRgRl

Pour la premiére, on a Ry = QjAi et donc Ay = QFArQ et par récurrence comme A; = A, on a
bien

App1 = QZ'--QZQTAlQle---Qk
= (Q1Q2~--Qk)*A<Q1Q2---Qk)
= QpAQy

Pour la deuxiéme

AF = (QiRy)"
= Ql(RlQl)(R1Q1)---(RlQ1)R1
= Q1As... ARy
= Qle(R2Q2)~--(R2Q2)R232
= Q1Q2..QrRy..Ro Ry
= Ry

L’idée est utilisant la factorisation LU de la matrice P~!, on va par ailleurs obtenir une autre fac-
torisation QR des mémes matrices A*, et la comparaison des deux factorisations conduira a une
expression des matrices Q) commode pour leur étude.



On note P = QR et P~ = LU les factorisations QR et LU. Comme A est inversible
A¥ = PDFP™' = QR(D*LD*)D*U
Comme L est triangulaire inférieur avec L;; = 1 on a

0sit<y
(D*LD™), ;=4 1sii=]j
() Lij sii>j

Comme |\;| > |)\;|, on en déduit que lim (D*LD=*) = I. On pose alors D¥LD™* = [ + F}, avec

k—+o00
lim Fj, =0.
k—-+oco

On a alors
R(D*LD™*) = (I + RF,R™ YR

Comme khm F, = 0, on a que pour un k assez grand, |||RE,R7!|||2 < 1 et donc les matrices
HJroo

I + RF,R~! sont inversibles. Elles admettent alors une unique décomposition QR
I+ RF]CR_I = Qk}%k avec (ék)w >0, 1€ [[1 ;TL]].

Si une matrice M est inversible, on a que le R dans sa décomposition QR est
triangulaire supérieur a coefficients diagonaux strictement positifs, car sinon on a
det(M) = det(Q)det(R) = 0 ce qui est absurde

Les matrices (), étant unitaires, la suite (Qx) est bornée ( car |||Qulll2 = 1/p(Qr Qk) = /p(I) = 1

). On peut donc en extraire une suite, soit (Q¢ k), qui converge vers une matrice Q, egalement
unitaire. Comme

R() Q( (I+RF R).

on en déduit que la suite extraite (R,)) converge vers une matrice R, également triangulaire
supérieur, avec RH > 0,1 € [1;n]. En passant & la limite pour la suite extraite considérée, on
obtient

I=QR
ce qui impose 1:2” > 0. D’aprés Punicité d’une telle factorisation QR, on en déduit que Q = R = I.
Le méme raisonnement fonctionne pour n’importe quel suite extraite, donc il y a une unique valeur
d’adhérence pour la suite (Qy) et bornée, elle converge alors vers cette valeur d’adhérence, donc

lim Q =1I. On a alors aussi que lim Ry = I.
k—+o00 k—+o00

On a alors R(D*LD~*) = Q. RyR et donc
= (QQu)(RxRD*U) = QyRy.

Or la matrice QQ; étant unitaire, et la matrice R,RD*U étant triangulaire supérieure ( comme
produit de matrice de ce type ), et A* étant inversible, c’est une décomposition QR. D’aprés une
remarque sur la décomposition QR si A = Q1R = Q2Rs alors Q1 = Q2D ou D diagonale ou tous
ces éléments sont de module 1. Alors il existe pour tout entier k une matrice D, diagonale avec
|D;i| = 1,14 € [1;n] telle que 3

Q) = QQxDy.

Ensuite on sait que Ay = QAQ) et A= PDP™' = QRDR'Q~'. Avec la relation précédente,
on en déduit que 3 .
Apy1 = DiQyRDR ™' QD



On sait que lim Qk =1, et donc
k—+o00

)\1 X
lim (Q;RDRQ;) = RDR™' =
k——+o0
On pose Dy, = Q:RDR~'Qy. On obtient
Ak+1i7j = EZ,ID’C],]DI%,J

Donc
Ak+1i,i =Dy

car | Dy,
" ko0

=1,7 € [1;n]. Comme lim D, = RDR ' on a les résultats voulus.



